
2ème Bac                                  Limite d’une fonction                                 Cours : Cr1A                                  Page : 1/6   

I.LimitesI.

Règles de Calcul1)

Somme Produit Rapport
    et                     .0aet        .0a 

   0 
1

et        
0

1 







 IRaa  a       et                         .0aet        .0a 
   0 

1
et        

0

1 







 IF            et                 FI    .0et        
   FI    et FI 

0

0







Autres règles

1
x

xsin
lim

0x



1

x

xtan
lim

0x


 2

1

x

xcos1
lim

20x






Interprétations des limites2)

1x0  في وضعيات مختلفة بجوار النقطة fتمثل الأشكال التالية منحنى دالة  .  

لدينا حسب المنحنى :
....)x(f 0 

....)x(flim
0xx




....)x(flim
0xx




ملحظات:

 لدينا : 
...)x(flim

0xx




لأن :
)x(flim ... )x(flim

00 xxxx  

 الدالةfمتصلة 
.0xعلى  ............ النقطة 

x(f ... )x(flim( لأن : 0
xx 0



 الدالةfعلى ............ 
.0xيسار النقطة 

x(f ... )x(flim( لأن : 0
xx 0



 غير متصلة في  النقطةfالدالة 
0xلأنها متصلى على ........ و .

على ...... هذه النقطة .

لدينا حسب المنحنى :
....)x(f 0 

....)x(flim
0xx




....)x(flim
0xx




ملحظات:
 الدالةfل ....... أنهاية عند 

.0xالنقطة 
لأن :

)x(flim ... )x(flim
00 xxxx  

 الدالةfغير متصلة 
.0xعلى  ............ النقطة 

x(f ... )x(flim( لأن : 0
xx 0



 الدالةfعلى .........  ... 
.0xيسار النقطة 

x(f ... )x(flim( لأن : 0
xx 0



 غير متصلة في  النقطةfالدالة 
0x...... لأنها غير ........ على .

هذه النقطة .

لدينا حسب المنحنى :
....)x(f 0 

....)x(flim
0xx




....)x(flim
0xx




ملحظات:
 الدالةfل ....... أنهاية عند 

.0xالنقطة 
لأن :

)x(flim ... )x(flim
00 xxxx  

  الدالةfمتصلة   
.0xعلى  ............ النقطة 

x(f ... )x(flim( لأن : 0
xx 0



 الدالةfعلى .........  ... 
.0xيسار النقطة 

x(f ... )x(flim( لأن : 0
xx 0



 غير متصلة في  النقطةfالدالة 
0x...... لأنها غير ........ على .

هذه النقطة .

لدينا حسب المنحنى :
....)x(f 0 

....)x(flim
0xx




....)x(flim
0xx




ملحظات:
 الدالةfل ....... أنهاية عند 

.0xالنقطة 
لأن :

)x(flim ... )x(flim
00 xxxx  

 الدالةfغير متصلة 
.0xعلى  ............ النقطة 

x(f ... )x(flim( لأن : 0
xx 0



 الدالةfعلى ............ 
.0xيسار النقطة 

x(f ... )x(flim( لأن : 0
xx 0



 الدالةfغير متصلة في 
. لأنها0xالنقطة 

غير ........ على ...... هذه
النقطة .

f  0 متصلة على يمينx f  0 متصلة فيx f  0 متصلة على يسارx
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)x(f ... )x(flim 0
xx 0


)x(f ... )x(flim 0

xx 0


)x(f ... )x(flim 0
xx 0



II.Continuité sur un intervalle –Fonctions réciproquesII.

Continuité sur un intervalle1)

a(:تعريف    
 متصلة على المجال المفتوح fأنقول أأن الدالة  b,a إذا كاأنت f . متصلة في كل أنقطة من هذا المجال 
 متصلة على المجال المغلق fأنقول أأن الدالة  b,a إذا كاأنت f متصلة على المجال المفتوح  b,aومتصلة على يمين 

a ويسار b .

b(:خاصيات    
.اجميع الدوال الحدودية و الجدرية و اللاجدرية والدوال المثلثية هي دوال متصلة على مجموعة تعريفها
. مجموع دالتين متصلتين على مجال هي دالة متصلة على هذا المجال
. اجداء دالتين متصلتين على مجال هي دالة متصلة على هذا المجال
. اجداء دالة متصلة على مجال بعدد حقيقي هي دالة متصلة على هذا المجال

 إذا كاأنتfو g دالتين متصلتين على مجال حيث أأن gل تنعدم  فإأن الدالة g

f
 متصلة على هذا المجال .

 إذا كاأنتfدالة متصلة على مجال  فإأن الدالة f 3 و f وبصفة عامة  n f. هي دالة متصلة على هذا المجال 
 إذا كاأنتf 0 متصلة في النقطةx و g متصلة في النقطة)x(f .0x متصلة في النقطة gof فإأن الدالة 0

c(: مبرهنة القيم الوسطية   
 
:المبرهنة الساسية

 إذا كاأنت دالةf متصلة على مجال  b,a فإأن صورة المجال ،  b,a  هو مجال مغلق  M,m بحيث infm  و fsupM .
 إذا كاأنت دالةf متصلة وتزايديةة قطعاعلى مجال  b,a فإأن صورة المجال ،  b,a  هو المجال المغلق  )b(f),a(f. 
 إذا كاأنت دالةf متصلة وتناقصية قطعاعلى مجال  b,a فإأن صورة المجال ،  b,a  هو المجال المغلق  )a(f),b(f. 

برهنات :م: أأشكال
 إذا كاأنت دالةf متصلة على مجال  b,aفإأن صورة ، 

المجال  b,a  هو مجال مغلق  M,m بحيث infm و 
fsupM 1. (الشكل(

 إذا كاأنت دالةfقطعاعلى مجال رتيبة متصلة و  b,aفإأن ، 
صورة المجال  b,a  هو المجال المغلق  )b(f),a(fإذا 

)2كاأنت تزايدية (الشكل
و )a(f),b(f.إذا كاأنت تناقصية 

 إذا كاأنت دالةf متصلة على مجال  b,aبحيث 
0)b(f)a(f 

x(f(0فإأن المعادلة  تقبل حل على القل ينتمي الى المجال 
 b,a.

 إذا كاأنت دالةf متصلة ورتيبة قطعا على مجال  b,aبحيث 
0)b(f)a(f 

x(f(0فإأن المعادلة   تقبل حل وحيدا ينتمي الى المجال  b,a.
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Continuité sur un intervalle2)

a(: خاصية عامة   

خاصية: : التمثيل المبياأني للدالة العكسية
J أنحو المجال I متصلة ورتيبة قطعا من المجال fإذا كاأنت دالة 

1fفإأنها تواجد دالة أنرمز لها    معرفة من المجال Jأنحو المجال 
I

 وتحقق ما يلي :fمتصلة ولها أنفس رتابة الدالة 
 x)y(f    y)x(f   ;   )Iy( )Jx( 1  .

1fالدالة   تسمى الدالة العكسية للدالة f. 

ملحظة:
t)t(off  te  x)x(fof   ;   )It( )Jx( 11  

ملحظة:
)C( 1f  هي مماثلة )C( fبالنسبة للمنصف الول وهو المستقيم 
)( الذي معادلته xy . 

b(: الجدور النوأنية    
 .2 عدد صحيح طبيعي  أكبر من أو يساوي nليكن 

n كما يلي :  IR أنحو IR المعرفة من nfأنعتبر الدالة 
n xxf   ;    IRx   )()(

2 فإأن : IR من xعلى سبيل المثال مهما يكن 
2

3
3

7
7 x)x(f   ;  x)x(f   ;  x)x(f   ....    

 متصلة وتزايديةة قطعا من المجال nf ، فإأن الدالة nمهما يكن   ,0I أنحو المجال   ,0Jومنه فإأنها تقبل دالة عكسية 
1

nf  معرفة من المجال J أنحو المجال I.

مهما يكن  IRx  :  أنضع n1
n x)x(f  ؛  العدد  n x يسمى الجدر النوأني للعدد المواجب x وأنرمز له أيضا ب . n

1
n xx 

nnوهكذا يمكن أأن أنستنتج ما يلي :  

1
n tx    xxt   ;   )0t( )0x( .

 من العبارة السابقة أنستنتج ما يلي:

......

tx    xxt   ;   )0t( )0x(

......

tx    xxt   ;   )0t( )0x(

tx    xxt   ;   )0t( )0x(

77

1
7

33

1
3

22

1
2







2 x أو x  هو الجدر المربع المواجب للعددة : x. 
3 x  هو الجدر المكعب المواجب للعدد :  x. 
.......
7 x للعدد  7  : هو الجدر المواجب من الرتبة x. 
.......

c(: خاصيات الجدور النوأنية   
سبق إأن رأينا  أأن الجدور النوأنية تكتب على أشكل قوة عدد حقيقي مواجب أسه عدد كسري .

يمكن أأن أنبرهن بكامل البساطة واأنطلاق من تعريف الجدرور النوأنية على أأن هذه الخيرة تحقق اجميع خصائص القوى بدوأن استثناء 
من هنا يصبح من السهل تعميم مفهوم القوة الى قوة عددة حقيقي أسسه عدد كسري .

 أكتب العداد التالية على أشكل اجدور أنوأنية لعدادة بسيطة :   أمثلة  :

6

4

9

5

4

3

4

3

6

4

16    ;    125    ;    18    ;    18    ;    625
  

: إاجابة 
 ............................
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خاصيات      :
 فإأن: n وm، ومهما تكن العداد الجدرية b وaمهما تكن العداد الحقيقية المواجبة قطعا 

1a   ;  aaa    ;  a
a

a
   ;  a

a

1
   ;  a)a (  ;  baab) (   ;  

b

a

b

a 0mnmnmn
m

n
m

m
nmmnnnn

n

nn








 

2 مهما يكنn    INn   : فإأن 


n

x
xlim

a(: التمثيل المبياأني للجدور النوأنية   

2 x)x(f 3 x)x(f 4 x)x(f 

f 2 هي الدالة العكسية للدالةx)x(g  f 3 هي الدالة العكسية للدالةx)x(g f 4 هي الدالة العكسية للدالةx)x(g 

III.DérivabilitéIII.

 :قابلية اأشتقااق دالة  في أنقطة)1
تعريف: : التمثيل المبياأني للدالة العكسية

 يعني أأن : النهاية التالية0x قابلة للأشتقااق في أنقطة fالدالة 

IRL
xx

)x(f)x(f
lim

0

0

xx 0







 .IR تنتمي الى

 L يسمى العددة المشتق للدالة f 0 في النقطةxوأنرمز له  ب 

)x(f 0
IRL أنكتب : '

xx

)x(f)x(f
lim

0

0

xx 0








x(f(هندسيا فإأن العدد المشتق  0
 يمثل المعامل المواجه لمماس'

)C(المنحنى  f 0 في النقطة  ذات الفصولx.

ملحظة:
0x غير قابلة للأشتقااق في أنقطة f تكوأن Lعندما يكوأن 

)C(لكن منحناها  f. يقبل مماس يوازي محور الراتيب 

 :خاصيات وصيغ عامة)2

  ''' gfgf    '' f.f.    ''' g.fg.fg.f    '1r'r f.f.rf 

2

'''

g

g.fg.f

g

f 









2

''

g

g

g

1 








  
)x)(off(

1
)x(f

1'

'1


 
  )x(f).x)(ogf()x(fog '''



 :مشتقات الدوال المراجعية)3

f(x) f ’(x) f(x) f ’(x) f(x) f ’(x)

http://www.maths-inter.ma/                                           Date :      28/08/2017                   E-mail :  ammari1042@gmail.com                Tel :  0649113323

mailto:ammari1042@gmail.com
http://www.maths-inter.ma/


2ème Bac                                  Limite d’une fonction                                 Cours : Cr1A                                  Page : 5/6   

nU '1.. UUn n Usin UU cos.' Uln

U
U '

2

1

UU 
'

'
'

1
2

1

2
..

2

1

U

U
UU 

 Ucos UU sin.' Ue UeU '

nn UU
1

 '
1

1

..
1

UU
n

n
 Utan

 
U

U
UU

2

'
2'

cos
tan1. 

UArc tan

)1( 2

'

U
U



 :الدوال الصلية)4

a(: تعريف وخاصيات   

 الدالة الصلية لدالةf على مجال I هي كل دالةF  قابلة للأشتقااق على المجالI: بحيث
)x(f)x(F   ;   )Ix( ' .

 إذا كاأنت الدالتينF  وG أصليتين لنفس الدالة f على مجال Iفإأنه ،   )x(G)x(F  ;   )Ix( '' 

)Cte)x(F)x(G  ;   )Ixوهذا يعني أأن   

. ليجاد بعض الدوال الصلية أنعتمدة على الجدولين السابقين حول الدوال المشتقة

b(: تطبيقات   
                    حدد الدوال الصلية للدالة في كل حالة : 

2x52x(x)f    ;   
x

1
)x2sin((x)f    ;    

3x2x

1x
(x)f    ;   e

x

1
- x(x)f 3

2

x3 





: إاجابة 
 ............................

 :الدالة المشتقة الثاأنية )5
تعريف وخاصية: : تطبيق
تعريف  :   

 وهي المشتقة الولىf''  بالرمز fأنرمز للدالة المشتقة الثاأنية لدالة 
 على سبيل المثال أنعتبر الدالة التالية :f'للدالة 

xcosx2)x(f 3   : لدينا xsinx6)x(f 2' ومنه  
xcosx12)x(f '' .

: خاصية  
  0إذا كاأن لدينا)x(f ''  على مجال I فإأن ،)C( fتكوأن 

.Iمحذبة على المجال 
  0إذا كاأن لدينا)x(f ''  على مجال I فإأن ،)C( fتكوأن 

.Iمقعرة على المجال 
  إذا كاأن)x(f ''

، فإأن النقطة0x تنعدم وتغير إأشارتها في أنقطة 
)C( هي أنقطة اأنعطاف بالنسبة للمنحنى 0xذات الفصول  f. 

IV.Branches infiniesIV.

 :الفروع اللأنهائية)1

)C(المنحنى  f للدالة f يقبل فرعا ل أنهائيا إذا كاأن x أو )x(f يؤول الى : أي في الحالت التالية . 



 )x(flim

ax      أو       b )x(flim
x




       أو      


 )x(flim
x

ويمكن تحديد طبيعة الفرع اللأنهائي حسب كل حالة باستعمال الجدول التالي :
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 إذا كان :


 )x(flim
ax: إذا كان 


 )x(flim

x: إذا كان b )x(flim
x




)(:baxyالمستقيم  مقارب مائل ل )C( f

 يعني أن : بجوار

  0 )bax()x(flim
x




......... الذي معادلته ....... مقارب ............
)C(للمنحنى  f .....  بجوار

bax()x(f(0إذا كان  فإن )C( fيكون  

)(فوق

bax()x(f(0إذا كان  فإن )C( fيكون  

)(تحت

......... الذي معادلته ....... مقارب ............
)C(للمنحنى  f .....  بجوار

للبحث عن طبيعة الفرع اللانهائي في الحالة 


 )x(flim
x انحدد أول  

x

)x(f
lim

x 
وانتصرف وفق الجدول التالي 

 إذا كان :


 
x

)x(f
lim

x
 0a إذا كان :

x

)x(f
lim

x



 0 إذا كان :

x

)x(f
lim

x




)C(المنحنى  f ............. يقبل
(.......).........  في اتجاه 

بجوار  .....

......... الذي معادلته .......
مقارب ............ للمنحنى

)C( f .....  بجوار

)C(المنحنى  f ............. يقبل
(.......).........  في اتجاه 

بجوار  .....

)C(المنحنى  f ............. يقبل
(.......).........  في اتجاه 

بجوار  .....

Bonne Chance
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