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I.  Limites  I.  
 

Règles de Calcul 1)  
 

Somme Produit Rapport 
    et                   .0aet        .0a  

   0 
1

et        
0

1 





 

 IRaa  a       et                        .0aet        .0a  
   0 

1
et        

0

1 





 

 IF            et                 FI    .0et         
   FI    et FI 

0

0





 

 Autres règles  

1
x

xsin
lim

0x



 1

x

xtan
lim

0x



 

2

1

x

xcos1
lim

20x





 

 

Interprétations des limites 2)  
 

Les figures suivantes représentent la fonction f dans des situations différentes au voisinage de 1x0  

    

D’après la courbe, on a: 
2)x(f 0   

2)x(flim
0xx




 

2)x(flim
0xx




 

Observations: 
 f  a une limite en 0x . 
car  :  )x(flim  )x(flim

00 xxxx
 

  

 f  est continue à 

droite en 
0x . 

car  :  )x(f    )x(flim 0
xx 0




 

 f  est continue à 

gauche en 
0x . 

car  :  )x(f    )x(flim 0
xx 0




 

 f  est continue au 

point 0x . 
Car f  est continue à 

droite et à gauche en 0x . 

D’après la courbe, on a: 
1)x(f 0   

2)x(flim
0xx




 

1)x(flim
0xx




 

Observations: 
 f  n’a pas de limite en 

0x . 
car  :  )x(flim  )x(flim

00 xxxx
 

  

 f n’ est pas continue à 

droite en 
0x . 

car  :  )x(f    )x(flim 0
xx 0




 

 f  n’est pas continue à 

gauche en 
0x . 

car  :  )x(f    )x(flim 0
xx 0




 

 f  n’est pas continue 

au point 
0x . 

Car f  n’est pas continue 

à gauche en 
0x . 

D’après la courbe, on a: 
1)x(f 0   

2)x(flim
0xx




 

1)x(flim
0xx




 

Observations: 
 f  n’a pas de limite en 

0x . 
car  :  )x(flim  )x(flim

00 xxxx
 

  

 f  est continue à 

droite en 
0x . 

car  :  )x(f    )x(flim 0
xx 0




 

 f  n’est pas continue à 

gauche en 
0x . 

car  :  )x(f    )x(flim 0
xx 0




 

 f  n’est pas continue 

au point 
0x . 

Car f  n’est pas continue 

à gauche en 
0x . 

D’après la courbe, on a: 
2)x(f 0   

2)x(flim
0xx




 

1)x(flim
0xx




 

Observations: 
 f  n’a pas de limite en 

0x . 
car  :  )x(flim  )x(flim

00 xxxx
 

  

 f  n’est pas continue à 

droite en 
0x . 

car  :  )x(f    )x(flim 0
xx 0




 

 f  est continue à 

gauche en 
0x . 

car  :  )x(f    )x(flim 0
xx 0




 

 f  n’est pas continue 

au point 
0x . 

Car f  n’est pas continue 

à droite en 
0x . 

 

f   ينϤي ϰϠع ΔϠ0متصx f   في ΔϠ0متصx f   έΎيس ϰϠع ΔϠ0متصx 

         
)x(f  )x(flim 0

xx 0




 )x(f  )x(flim 0
xx 0




 )x(f  )x(flim 0
xx 0



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II.  Continuité sur un intervalle –Fonctions réciproques  II.  
 

Continuité sur un intervalle 1)  
 

a) يفήتع:   

ΔالΪال ϥأ ϝϮنق f ϝΎΠϤال ϰϠع ΔϠمتص  ΡϮتϔϤال b,a نتΎا كΫ· f  . ϝΎΠϤا الάمن ه Δفي كل نقط ΔϠمتص 
ΔالΪال ϥأ ϝϮنق f ϝΎΠϤال ϰϠع ΔϠق  متصϠغϤال b,a نتΎا كΫ· f Ϡع ΔϠمتصϝΎΠϤال ϰ  ΡϮتϔϤال b,a  ينϤي ϰϠع ΔϠمتصϭa 

 έΎيسϭb . 
 

b) ΕΎصيΎخ:   

 .ΎϬϔيήتع ΔعϮϤΠم ϰϠع ΔϠمتص ϝاϭهي د ΔثيϠثϤال ϝاϭΪالϭ ΔيέΪاللاج ϭ ΔيέΪΠال ϭ ΔديϭΪالح ϝاϭΪيع الϤج 

  Δهي دال ϝΎΠم ϰϠتين عϠدالتين متص ωϮϤΠم. ϝΎΠϤا الάه ϰϠع ΔϠمتص 

 . ϝΎΠϤا الάه ϰϠع ΔϠمتص Δهي دال ϝΎΠم ϰϠتين عϠاء دالتين متصΪج 
 . ϝΎΠϤا الάه ϰϠع ΔϠمتص Δد حقيقي هي دالΪبع ϝΎΠم ϰϠع ΔϠمتص Δاء دالΪج 

  نتΎا كΫ·f ϭg  ϥحيث أ ϝΎΠم ϰϠتين عϠدالتين متصg ΔالΪال ϥفإ  ϡΪعϨلا ت
g

f . ϝΎΠϤا الάه ϰϠع ΔϠمتص 

  نتΎا كΫ·f ΔالΪال ϥفإ  ϝΎΠم ϰϠع ΔϠمتص Δدالf  ϭ3 f   ΔمΎع Δϔبصϭn f . ϝΎΠϤا الάه ϰϠع ΔϠمتص Δهي دال 

 · نتΎا كΫf  ΔقطϨفي ال ΔϠ0متصx  ϭg ΔقطϨفي ال ΔϠمتص)x(f 0  ΔالΪال ϥفإgof  ΔقطϨفي ال ΔϠ0متصx. 

 
c) : ΔسطيϮالقيم ال ΔϨهήΒم  

  

 سيΎالأس ΔϨهήΒϤال:Δ 

  Δنت دالΎا كΫ·f  ϝΎΠم ϰϠع ΔϠمتص b,a  ϝΎΠϤال ΓέϮص ϥفإ ، b,a   قϠمغ ϝΎΠم Ϯه M,m  بحيثinfm   ϭfsupM . 
  Δنت دالΎا كΫ·f مت ϝΎΠم ϰϠعΎقطع ΔيΪايΰتϭ ΔϠص b,a  ϝΎΠϤال ΓέϮص ϥفإ ، b,a   قϠغϤال ϝΎΠϤال Ϯه )b(f),a(f . 

  Δنت دالΎا كΫ·f  ϝΎΠم ϰϠعΎقطع ΔقصيΎϨتϭ ΔϠمتص b,a  ϝΎΠϤال ΓέϮص ϥفإ ، b,a   قϠغϤال ϝΎΠϤال Ϯه )a(f),b(f . 

 
 مΕΎϨهήΒ :  ϝΎϜأش : 

  Δنت دالΎا كΫ·f  ϝΎΠم ϰϠع ΔϠمتص b,a  ϝΎΠϤال ΓέϮص ϥفإ ،
 b,a   قϠمغ ϝΎΠم Ϯه M,m  بحيثinfm   ϭ

fsupM لϜ(1. )الش 
 

 
 

 

 
 

 

  Δنت دالΎا كΫ·f ϭ ΔϠمتصΔΒتيέ  ϝΎΠم ϰϠعΎقطع b,a  ϥفإ ،
 ϝΎΠϤال ΓέϮص b,a   قϠغϤال ϝΎΠϤال Ϯه )b(f),a(f  نتΎا كΫ·
 (2تΰايΪيΔ )الشϜل

ϭ )a(f),b(f .ΔقصيΎϨنت تΎا كΫ· 

 
  Δنت دالΎا كΫ·f  ϝΎΠم ϰϠع ΔϠمتص b,a  بحيث

0)b(f)a(f  
 ΔدلΎعϤال ϥ0فإ)x(f   ϝΎΠϤال ϰي الϤتϨالأقل ي ϰϠل حلا عΒتق b,a. 

 

 

 

 

  اΫ· Δنت دالΎكf  ϝΎΠم ϰϠع Ύقطع ΔΒتيέϭ ΔϠمتص b,a  بحيث
0)b(f)a(f  

 ΔدلΎعϤال ϥ0فإ)x(f   ϝΎΠϤال ϰي الϤتϨا يΪحيϭ ل حلاΒتق b,a. 
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a) : ΔمΎع ΔصيΎخ  
 

 ΔصيΎخ :  ΔسيϜالع ΔالΪϠني لΎيΒϤثيل الϤالت : 
 Δنت دالΎا كΫ·f  ϝΎΠϤمن ال Ύقطع ΔΒتيέϭ ΔϠمتصI  ϝΎΠϤال ϮنحJ 

  ΎϬل ΰمήن Δدال ΪجϮت ΎϬ1فإنf   ϝΎΠϤمن ال ΔفήمعJ  ϝΎΠϤال ϮنحI 
 ΔالΪال ΔبΎتέ سϔن ΎϬلϭ ΔϠمتصf : يϠي Ύتحقق مϭ 

 x)y(f    y)x(f   ;   )Iy( )Jx( 1  . 
 ΔالΪ1الf   ΔالΪϠل ΔسيϜالع ΔالΪال ϰϤتسf . 

 
:Δψملاح 

t)t(off  te  x)x(fof   ;   )It( )Jx(
11   

:Δψملاح 
)C( 1f 

  ΔϠثΎϤهي م)C( f  ستقيمϤال Ϯهϭ ϝϭصف الأϨϤϠل ΔΒسϨلΎب)( 
xyالϱά معΎدلته   . 

 

b) : ΔنيϮϨال έϭΪΠال   

 . ϱ2 عΪد صحيح Βρيعي  أكήΒ من أϭ يسn ϭΎليϜن 
 ΔالΪال ήΒنعتnf  من ΔفήعϤالIR  ϮنحIR   : يϠي ΎϤكn

n xxf   ;    IRx   )()( 
2فإIR  : ϥمن  xعϰϠ سΒيل الϤثϝΎ مΎϤϬ يϜن 

2

3

3

7

7 x)x(f   ;  x)x(f   ;  x)x(f   ....     
متصϭ ΔϠتΰايΪيΔ قطعΎ من الnf  ϝΎΠϤ، فإϥ الΪالn  ΔمΎϤϬ يϜن   ,0I  ϝΎΠϤال Ϯنح  ,0J   ΔسيϜع Δل دالΒتق ΎϬه فإنϨمϭ1

nf   Δفήمع
 ϝΎΠϤمن الJ  ϝΎΠϤال ϮنحI. 

مΎϤϬ يϜن  IRx   :  عπنn1

n x)x(f    دΪ؛  العn x  جبϮϤد الΪعϠني لϮϨال έΪΠال ϰϤيسx  Ώ Ύπله أي ΰمήنϭ .n

1

n xx  

ϭnnهάϜا يϜϤن أϥ نستϨتج مΎ يϠي :  

1

n tx    xxt   ;   )0t( )0x( . 
  من العΓέΎΒ السΎبقΔ نستϨتج مΎ يϠي:

......

tx    xxt   ;   )0t( )0x(

......

tx    xxt   ;   )0t( )0x(

tx    xxt   ;   )0t( )0x(

77

1

7

33

1

3

22

1

2







 

2 x ϭأ x  دΪعϠجب لϮϤبع الήϤال έΪΠال Ϯه : x . 
3 x  Ϥال έΪΠال Ϯعب: هϜ  دΪعϠجب لϮϤال x . 
....... 
7 x  έΪΠال Ϯجب  : هϮϤال ΔΒتήد  7من الΪعϠل x . 
....... 

c) : ΔنيϮϨال έϭΪΠال ΕΎصيΎخ  

 ΎϨأيέ ϥ· قΒس . ϱήد كسΪجب أسه عϮد حقيقي مΪع ΓϮل قϜش ϰϠتب عϜت ΔنيϮϨال έϭΪΠال ϥأ 
 بΎϜمل الΒسϭ ΔρΎانطلاϕ من تعήيف الέϭέΪΠ الϮϨنيΔ عϰϠ أϥ هϩά الأخيΓή تحقق جϤيع خصΎئص القϯϮ بϥϭΪ استثΎϨء  يϜϤن أϥ نήΒهن

. ϱήد كسΪد حقيقي أسسه عΪع ΓϮق ϰال ΓϮالق ϡϮϬϔيم مϤل تعϬح من السΒيص ΎϨمن ه 
 

  ΔϠأمث : Δاد بسيطΪلأع ΔنيϮن έϭΪل جϜش ϰϠع ΔليΎاد التΪأكتب الأع  : 

6

4

9

5

4

3

4

3

6

4

16    ;    125    ;    18    ;    18    ;    625


   
ΔبΎج·  : 

 ............................ 

 

 ΕΎصيΎخ  : 

 ΎϤϬم Ύقطع ΔΒجϮϤال Δاد الحقيقيΪن الأعϜتa ϭb ΔيέΪΠاد الΪن الأعϜت ΎϤϬمϭ ،m ϭn  :ϥفإ 
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1a   ;  aaa    ;  a
a

a
   ;  a

a

1
   ;  a)a (  ;  baab) (   ;  

b

a

b

a 0mnmnmn

m

n
m

m

nmmnnnn

n

nn







 

 

 
 نϜي ΎϤϬ2 مn    INn    : ϥفإ



n

x
xlim 

a) : ΔنيϮϨال έϭΪΠϠني لΎيΒϤثيل الϤالت  
 

2 x)x(f  3 x)x(f  4 x)x(f  
f  ΔالΪϠل ΔسيϜالع ΔالΪ2هي الx)x(g   f  ΔالΪϠل ΔسيϜالع ΔالΪ3هي الx)x(g  f  ΔالΪϠل ΔسيϜالع ΔالΪ4هي الx)x(g  

   

   
 

III.  Dérivabilité  III.  
 

1) Δفي نقط  Δدال ϕΎاشتق ΔيϠبΎق : 
 

 يفήتع :  ني لΎيΒϤثيل الϤالتΔسيϜالع ΔالΪϠ : 
 ΔالΪالf  Δفي نقط ϕΎللاشتق ΔϠبΎ0قx  ΔليΎالت ΔيΎϬϨال : ϥي أϨيع

IRL
xx

)x(f)x(f
lim

0

0

xx 0






 ϰي الϤتϨتIR . 

 L  ΔالΪϠشتق لϤد الΪالع ϰϤيسf في  ΔقطϨ0الx  Ώ  له ΰمήنϭ

)x(f 0

IRLنϜتب :  '
xx

)x(f)x(f
lim

0

0

xx 0






 

 
x(f(هΪϨسيΎ فإϥ العΪد الϤشتق  0

'  αΎϤϤجه لϮϤمل الΎعϤثل الϤي
 ϰϨحϨϤال)C( f  ϝϮالأفص ΕاΫ  ΔقطϨ0في الx. 

 

:Δψملاح 
 ϥϮϜي ΎمΪϨعL  ϥϮϜتf  Δفي نقط ϕΎللاشتق ΔϠبΎق ή0غيx 
 ΎهΎϨحϨن مϜل)C( f . اتيبέالأ έϮمح ϱίاϮي αΎϤل مΒيق 

 

 

 

2) ΔمΎصيغ عϭ ΕΎصيΎخ : 
 

 

  '''
gfgf    ''

f.f.    '''
g.fg.fg.f    '1r'r f.f.rf  

2

'''

g

g.fg.f

g

f 









 

2

''

g

g

g

1 









 

 
)x)(off(

1
)x(f

1'

'1


  

  )x(f).x)(ogf()x(fog '''  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) ΔجعيήϤال ϝاϭΪال ΕΎمشتق : 
 

 

 

f(x) f ’(x) f(x) f ’(x) f(x) f ’(x) 
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n
U '1.. UUn

n Usin UU cos.' Uln 
U

U
'

 

2

1

UU  
'

'
'

1
2

1

2

..
2

1

U

U
UU 


 

Ucos UU sin.' U
e U

eU
' 

nn UU

1

 '
1

1

..
1

UU
n

n


 
Utan  

U

U
UU

2

'
2'

cos
tan1.  

UArc tan 
)1( 2

'

U
U


 

 

4) ΔيϠالأص ϝاϭΪال : 

 

a) : ΕΎصيΎخϭ يفήتع  

 

  ΔيϠالأص ΔالΪال ΔالΪلf  ϝΎΠم ϰϠعI Δهي كل دالF  ϝΎΠϤال ϰϠع ϕΎللاشتق ΔϠبΎقI : بحيث
)x(f)x(F   ;   )Ix( ' . 

  التينΪنت الΎا كΫ·F  ϭG يتينϠأص  ΔالΪس الϔϨلf  ϝΎΠم ϰϠعI ه، فإن  )x(G)x(F  ;   )Ix( ''  

  ϥي أϨا يعάهϭCte)x(F)x(G  ;   )Ix(  
 . ΔشتقϤال ϝاϭΪال ϝϮبقين حΎلين السϭΪΠال ϰϠع ΪϤنعت ΔيϠالأص ϝاϭΪد بعض الΎΠلإي 

 

b) : ΕΎيقΒتط  

                     : ΔلΎفي كل ح ΔالΪϠل ΔيϠالأص ϝاϭΪد الΪح 

2x52x(x)f    ;   
x

1
)x2sin((x)f    ;    

3x2x

1x
(x)f    ;   e

x

1
- x(x)f 3

2

x3 



 

ΔبΎج·  : 
 ............................ 

5)  ΔنيΎالث ΔشتقϤال ΔالΪال : 
 

 ΔصيΎخϭ يفήتع :  يقΒتط : 
 يفήتع : 

 ΔالΪل ΔنيΎالث ΔشتقϤال ΔالΪϠل ΰمήنf  ΰمήلΎب ''f  ϰلϭالأ ΔشتقϤهي الϭ
 ΔالΪϠل'f  ϝΎثϤيل الΒس ϰϠع : ΔليΎالت ΔالΪال ήΒنعتxcosx2)x(f 3  

  : ΎϨيΪلxsinx6)x(f 2'     هϨمϭxcosx12)x(f '' . 
 : ΔصيΎخ 

 

 

   ΎϨيΪل ϥΎا كΫ·0)x(f ''   ϝΎΠم ϰϠعI ϥفإ ،)C( f  Δبάمح ϥϮϜت
 ϝΎΠϤال ϰϠعI. 

   ΎϨيΪل ϥΎا كΫ·0)x(f ''   ϝΎΠم ϰϠعI ϥفإ ،)C( f  Γήمقع ϥϮϜت
 ϝΎΠϤال ϰϠعI. 

   ϥΎا كΫ·)x(f ''  Δفي نقط ΎϬتέΎش· ήتغيϭ ϡΪعϨ0تxال ϥفإ ، ΕاΫ ΔقطϨ
 ϝϮ0الأفصx  ϰϨحϨϤϠل ΔΒسϨلΎف بΎانعط Δهي نقط)C( f .  

 

IV.  Branches infinies  IV.  

 

1) ΔئيΎϬاللان ωϭήϔال : 

 
 ϰϨحϨϤال)C( f  ΔالΪϠلf  ϥΎا كΫ· ΎئيΎϬلا ن Ύعήل فΒيقx  ϭأ)x(f  ϰال ϝϭΆي : ΔليΎالت ΕلاΎفي الح ϱأ . 




 )x(flim
ax

             ϭأb )x(flim
x




             ϭأ


 )x(flim
x

 

 تΎلي :ϭيϜϤن تحΪيΒρ ΪيعΔ الωήϔ اللانΎϬئي حسب كل حΎلΔ بΎستعϝΎϤ الϝϭΪΠ ال
 

 
: ϥΎا كΫإ 


 )x(flim

ax
 : ϥΎا كΫإ 


 )x(flim

x
 : ϥΎا كΫإ b )x(flim

x



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)(:baxyالϤستقيم   ϝ ئلΎم ΏέΎمق)C( f έبجوا  
: ϥي أϨيع   0 )bax()x(flim

x



 

 
 

 

 

 

 ............ ΏέΎدلته ....... مقΎمع ϱάال .........
 ϰϨحϨϤلل)C( f .....  έبجوا 

ϥΎا كΫ0إ)bax()x(f   ϥفإ)C( f  ϕفو ϥوϜي)( 
ϥΎا كΫ0إ)bax()x(f   ϥفإ)C( f  ت ϥوϜحتي)( 

 ............ ΏέΎدلته ....... مقΎمع ϱάال .........
 ϰϨحϨϤلل)C( f .....  έبجوا 

 

للبحث عن طبيعة الϔرع اللانΎϬئي في الحΎلة 


 )x(flim
x

  نحΪد أϭلا 
x

)x(f
lim

x 
 ϭنتصرف ϭفق الجϝϭΪ التΎلي 

 

ϥΎ  :إΫا ك


 
x

)x(f
lim

x
 : ϥΎا كΫ0 إa 

x

)x(f
lim

x



 : ϥΎا كΫ0 إ 

x

)x(f
lim

x



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ϰϨحϨϤال)C( f ............. يقبل 
 ϩΎفي اتج  .........(.......)   έبجوا

..... 

......... الϱά معΎدلته ....... 
 ΏέΎمق ϰϨحϨϤلل ............)C( f 

.....  έبجوا 

 ϰϨحϨϤال)C( f ............. يقبل 
 ϩΎفي اتج  .........(.......)   έبجوا

..... 

 ϰϨحϨϤال)C( f ............. يقبل 
 ϩΎفي اتج  .........(.......)   έبجوا

..... 
 

 

 
 

Bonne Chance 
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